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R~um~, Nous d6finissons deux vari6t6s d'automates descendants d'arbres iniinis: la vari6t~ des 
Bi-automates (i.e., B-vari&~) et la vari6t~ des Mi-automates (i.e., M-vad~t~), pour i = 1, 2, 3, 4. 
Ces deux vari&~s d6coulent de la g~n6ralisation des automates de Biichi et des automates de 
Muller ~ la reconnaissance d s langages d'arbres infinis. 
Nous 6tudions la puissance des Xi-automates dans la X-vari~t6 (X = B, M), la diff6renee entre 
le d&erminisme et le non d6terminisme etles diff~rentes propri&6s de fermeture des families de 
langages d'arbres infinis engendr6es par la X-vari&~ (X = B, M). 
Nous montrons que plusieurs versions du th6or~me de McNaughton e s'6tendent pas aux 
langages d'arbres infinis. 
ntroduction 
Tousles arboriculteurs savent que si la th6orie des langages d'arbres g6n~ralise 
agr~ablement) la th~orie des langages de mots, cette g6n6ralisation nous r6serve 
auvent des surprises d6sagr6ables. Par exemple, contrairement ~ ce qui se passe 
ans le cas des mots, les grammaires alg6briques n'admettent pas en g6n6ral une 
arme de Greibach; ou encore, les langages alg6briques 'real time' sont strictement 
3clus dans les langages alg6briques d'arbres [8]; ou encore, les automates de Bi~chi 
6n~ralis~s aux arbres infinis n'ont pas la m~me puissance que les automates de 
,Iuller g6n6ralis~s aux arbres infinis [11, 12], etc. 
Notre but A travers cet article est de eonfirmer la difference ntre la th6orie des 
mgages classiques et la th6orie des langages d'arbres en 6tudiant les extensions 
!es automates de Biichi et de Muller aux langages d'arbres infinis ayant des branches 
nies et infinies. Nous montrons que les automates de Biichi et les automates de 
duller ont des g6n~ralisations tout A fait naturelles en des automates descendants 
?arbres infinis: les B-automates tles M-automates. Dans la Section 1 nous donnons 
.-s d~finitions et les notations utilis6es. 
Dans la Section 2 nous d~finissons les B2-automates pour la reconnaissance d s 
ingages d'arbres irdinis. Un B2-automate s  comporte comme un automate fini sur 
:s branches finies et comme un automate de Biichi sur les branches infinies. Nous 
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6tudions la puissance des Bi-automates (i = 1, 2, 3, 4) qui sont des cas particuliers 
des B2-automates et en suite nous 6tudions la diff6rence ntre le dEterminisme et 
le non d&errninisme des Bi-automates. 
Darts la Section 3 nous d6finissons les M2-automates comme module de Muller 
pour la reconnaissance d s langages d'arbres infinis. Les M2-automates se compor- 
tent comme des automates finis sur les branches finies et comme les automates de 
Muller sur les branches infinies. Nous &udions la puissance des Mi-automates 
(i = 1, 2, 3, 4) qui sont des cas particuliers des M2-automates tensuite nous 6tudions 
la diff6renee ntre le non d6terminisme etle d~terminisme d s Mi-automates. Darts 
la Section 4 nous relions les Xi-automates (X = B, M) aux grammaires d'arbres 
Xi-r6guli~res (X = B, M) en d6finissant un type de d~rivation associ6 au mode de 
reconnaissance d Biichi et un type de d6rivation associ6 au mode de reconnaissance 
de Muller, ce qui nous donne une caract6risation pour chaque classe de langages 
d'arbres reconnus par les Xi-automates. 
Dans la Section 5 nous 6tudions les propri~t6s de fermeture des families engendr6es 
par la X-vari&6 (X = B, M). 
Dans la Section 6 nous donnons diff6rentes versions du th6or6me de McNaughton 
dans le cas des langages de mots infinis et nous montrons que la plupart des versions 
ne peuvent s'6tendre aux langages d'arbres infinis. 
Dans la Section 7 nous caract6risons les arbres de d6rivations, des grarnmaires 
X-r6guli~res de roots infinis, par des langages, d'arbres infinis sp6ciaux, engendr6s 
par les grammaires d'arbres X-r6guli~res. 
1. Notations et dfifinitions 
Soit Z un alphabet gradu6, on note par "~k l'ensemble des symboles d'adt6 6gale 
k. On note par ar( f )  l'adt6 du symbolef  et par Occ(a, t) l'ensemble des occurrences 
du symbole a dans t. Nous d6signons par T~ l'ensemble des arbres infinis, i.e. ayant 
au moins une branche infinie, sur l 'alphabet ,~ et par Tz l'ensemble des arbres finis 
sur ,~. Pour les d6finitions usuelles concernant les arbres, le lecteur pourra consulter 
[4, 7, 10, 14]. 
Soit tun  arbre fini ou infini, nous appelons fronti~re de t (i.e. fr(t)) l'ensemble 
des noeuds de t n'ayant pas de suceesseurs dans le domaine de t. tin] est rarbre 
dont le domaine est l'ensemble des noeuds de t de longueur inf6rieure ou ~gale h 
net  qui est d6fini par 
t[n](u,=~t(u) si u~dom(t[n])etlul,n, 
ta sinon. 
.O est le plus petit 616ment de T~2u~a~ associ6 ~t l'ordre syntaxique d~fini par 
(1) pour tout t~ T~2~tm:/2<~ t; 
(2) si (V ie [n ] :  ti<-t~), alors (Vf ~,S,: f (t l , . . . ,  t,)<~f(t~,..., t')). 
t[n] est appel6 facteur gauche de t. 
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Un morphisme d'arbre est une application ~ de Tz dans T,~ telle que 
(i) ~(f(x, , . . . ,Xk))~ T,~(X); 
(ii) g ' ( f ( t l , . . . ,  tk))=~o(f(xl,...,Xk)) [X l~q~(h) , . . . ,Xk~0(tk) ] .  
On &end q~ aux arbres infinis de mani6re hce  que l'image d'un arbre infini par tp 
soit ia limite des images par ~o de ses facteurs gauches. Nous appelons morphisme 
strictement alphab6tique (i.e., MSA), tout morphisme alphab6tique qui conserve la 
graduation. 
Soit L un langage d'arbres finis, on d6finit la limite de L par 
Lim(L) = { t ~ T~ 13(ti),~o: t, <i. t et dom(t) = I._.J dom(t,) et t, <L t,+l . 
i=0 
ti <L t ssi t~ coincide avec t et un arbre t' de L sur dom(t')\fr(t ') .  
On note par Adh(L) (i.e., adh6rence de L) l'ensemble des arbres infnis t tel que 
pour tout n il existe un arbre de L qui coincide avec t jusqu'/l a profondeur n. On 
dira que L (L___ T~) est un rationnel ferm6 si et seulement si il est l'adh6rence d'un 
langage d'arbres fnis reconnu par un automate descendant non d6terministe. 
2. Les B-automates descendants 
D6finRion 2.1. Un B2-aut.omate est une structure 9.1 = (Q, 2~, qo, 8, Qan, Qinf) telle que 
(1) Q est l'ensemble fini d'6tats; 
(2) ,Y est un alphabet fini gradu6; 
(3) qo ~ Q est l'6tat initial; 
(4) 8 = {Sk}k~l est une famille de fonctions de transition 8k : Q x 2k-" 2Q~k); 
(5) Qa. = {Qa}o~z o est une famille d'ensembles d'&ats terminaux; 
(6) Qinf est l'ensemble des 6tats r6p6t6s. 
D6finition 2.2. On appelle calcul d'un B2-automate sur un arbre infini t toute 
application du domaine de t dans l'ensemble Q et telle que 
(i) C(e)=qo; 
(ii) pour tout noeud u d'adt6 k on a: si C(u)=q, alors (C(u l ) , . . . ,  C(uk))e 
8 (q, t(u)). 
Un calcul C est dit r6ussi ssi 
(i) chacune de ses branches infinies admet une infinit6 d'occurrences d'un 6tat 
r6p6t6; 
(ii) pour tout noeud situ6 aux fronti6res de t on a: si t(u) = a, alors C(u) ~ Q". 
On note par L° (~)  l'ensemble des arbres infinis ayant au moios un calcul r6ussi. 
est dit d6terministe ssi pour tout f¢  ~?k et pour tout q ~ Q, on a Card(Sk(q,f)) ~ 1. 
9~ est compl6tement sp6cifi6 ssi pour tout f  ~ ~k et pour tout q ~ Q, on a Card( 8k ( q, f ) )  
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est diit6rent de z6ro. On d6signe par automate complet un automate compl6tement 
sp6cifi6. 
Nous allons d6finir les Bi-automates (i = 1, 3, 4) comme des cas particuliers des 
B2-automates que voici: 
Cas 1. 92 est un Bl-automate ssi, pour tout a ~ ~o, Q° = Q. 
Cas 2. 92 est un B3-automate ssi Qinf = Q. 
Cas 3. 92 est un B4-automate ssi Qinf = Q et, pour tout a ~ ~0, Qa = Q. 
Pour i = 1, 2, 3, 4, on note par RECi(T~) la famille des,!angages d'arbres infinis 
reconnus par les Bi-automates. Nous allons montrer que les quatre familles munies 
de la relation 'est strictement inclu dans' forment un treillis. 
Propos i t ion  2.3. L'ensemble Ro = {RECi (T~)  : i = 1, 2, 3, 4}, muni de l'inclusion 
stricte, forme un treillis. 
Prenve. ( i ) Le  langage Lo={f(a,b,h° ' )} est dans REC2(T~) et non dans 
REC3 (T~). 
(ii) Consid6rons le langage L = {f(hn(a) ,  h) : n >- 0}, il est darts REC2(T~) et 
non darts RECI(T~),  car si L~ RECI(T~),  alors f (h  °', h°')e L. 
(iii) RECI(T~) et REC3(T~) sont incomparables du fait que Lo est dans 
REC3(T~) et non dans RECI(T~) et que Lest  dans RECI(T~) et non dans 
REC3(T~). 
(iv) On ach6ve la preuve par le fait que Lo et L ne sont pas dans REC4(T~). 
Dans la Fig. 1 on trouve le treillis associ6 ~ Ro en terme de Bi-automates. [] 
Nous allons 6tudier la diff6rence ntre les Bi-automates non d6terministes, les 
Bi-automates d6terministes t les Bi-automates complets. 
Pour i = 1 , . . . ,  4, on note par 
• RECi la famille des langages d'arbres infinis reconnus par les Bi-automates, 
• CRECi(T.~) la famille des langages d'arbres infinis reconnus par les Bi-automates 
complets, 
• DRECi(T~) la famille des langages d'arbres infinis reconnus par les Bi-automates 
d6terministes, 
• CDRECi(T~) la famille des langages d'arbres infinis reconnus par les Bi-auto- 
mates complets et d6terministes, 
• CBi les Bi-automates complets, 
• DBi les Bi-automates d6terministes, 
Fig. 1. '-~': est plus puissant que. 
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• CDBi les Bi-automates complets et d6terministes. 
On note par Ri l'ensemble des quatres families engendr6es par les Bi-automates. 
Th6or6me 2.4, La famille REC2(T~) est dgale fi la famille CREC2(T~). 
Pour la preuve, cf. [13]. 
Corollaire 2.5. La famille DREC2(T~) est ~gale ?t Ia famille CDREC2(T~). 
Proposition 2.6. La famille DREC2(T.~) est strictement incluse dans la famille 
REC2(T~). 
Pour la preuve, il sutfit de consid6rer le langage L~ =f(k '°, h °') +f(h ~, k ~) qui est 
dans REC2(T~) et non dans DREC2(T~). 
Th6or6me 2.7. La familIe CREC4(T~) est strictement incluse dans la famille 
DREC4(T~) et la famille DREC4(T~:) est strictement incluse dans la famille 
REC4(T~:). 
Pour la preuve, il suttit de remarquer que CREC4(T.~) se r6duit h {~, T~} qui 
sont d&erministes, ensuite consid6rer le langage L1 qui n'est pas d6terministe. 
Th6or~me 2.8. L' ensemble R~ muni de l' inclusion stricte forme un treillis. 
Preuve. La famille CREC 1 (T~) est strictement incluse dans la famflle REC 1 (T~), 
car L2 = {f(a, h~')} est dans RECI(T~) et non dans CRECI(T~). 
La famille DRECI(T~) est strictement incluse darts la famille RECI(T~), car L1 
est dans RECI(T~) et non clans DRECI(Tyr). 
La famille CRECI(T~) et la famille DRECI(T~) sont incomparables, car 
(i) le langage L2 est d6terministe et non pas complet; 
(ii) le langage L1 est complet et non pas d&erministe. 
En cons6quence de (i) et (ii), la famiUe CDRECI(T~) est strictement incluse dans 
XRECI(T.~) (X=C,D) .  [] 
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En consid6rant l'ensemble R3 muni de l'inclusion stricte on obtient le th6or~me 
suivant. 
Th6or~me 2.9. L'ensemble R3 muni de l'inclusion stricte forme un treillis. 
Preuve. La famille DREC3(T~) est strictement incluse dans la famille REC3(T~), 
car le langage/-,3 =f(a,  h*')+f(h °', a) n'est pas d6terministe. 
La famille CREC3(T~:) est strictement incluse dans la famille REC3(T~:), car LI 
n'est pas co'mplet. 
Les families CREC3(T~) et DREC3(T.~) sont incomparables, car 
(i) L2 est d6terministe etnon complet; 
(ii) soit L4 le langage reconnu par l'automate ~ = (Q, .Y, qo, 6, Qa., Qi.f = Q) tel 
que 
Q = { qo, ql, q2}, .,Y = {f, h, a, b}, Qa = { q~}, Qb = { q2}, 
6a(qo,f)=(q~, q2, ql)+ (q2, ql, q~), 
81(qo, h)=q~, 83(ql,f)=(q~,q~,q1), 
81(ql, h) = ql, 83(q2,f) = (ql, ql, ql), 
81(q2, h) = ql- 
On a/-,4 qui est complet. Supposons que/.4 soit d6terministe. Le fait que f(a, b, h ~') + 
f(b, a, h °~) est inclus darts/-.4 entralne que f(a, a, h '°) est dans L4 d'o6 la contra- 
diction. 
Les families CREC3(T~) et DREC3(T~) contiennent strictement la famille 
CDREC3(T~) en vertu de l'incomparabilit6 de DREC3(T~) et de CREC3(T~). [] 
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3. Les M-automates descendants 
Ce sont les automates de Muller g6n6ralis6s aux langages polyadiques. 
D6finition 3.1. Un M2-automate est une structure 9~ = (Q, 2~, qo, 8, Qan, Qinr) telle que 
(1) Q est un ensemble fini d'6tats; 
(2) 2 est un alphabet fini gradu6; 
(3) qo est l'6tat initial; 
(4) B = {Sk}k~ est une famiUe de fonctions de transition Bk : Q x ~k "-> 20~; 
(5) Qa~ = {Qa},,~r.o est une famille d'ensembles d'6tats terminaux; 
(6) Qinf est l'ensemble des ensembles d'6tats r6p6t6s (Qi~f ~2°) .  
On dira qu'un calcul C d'un M2-automate st r6ussi ssi 
(i) Chacune de ses branches infinies admet, comme ensemble d'&ats ayant une 
infinit6 d'occurrences, un ensemble d'6tats r6p6t6s; 
(ii) Pour tout noeud situ6 aux fronti~res de t on a: si t(u)= a, alors C(u)~ Q". 
Nous allons d6finir les Mi-automates comme des cas particuliers des M2-auto- 
mates que voici: 
Cas 1. 92 est un Ml-automate ssi, pour tout a e ~o, Qa = Q. 
Cas 2. 92 est un M3-automate ssi Qinf = 2 °. 
Cas 3. 92 est un M4-automate ssi Qinf = 20 et, pour tout a e Zo, Qa = Q. 
Nous avons ainsi quatre types d'automates d'arbres infinis dont le mod61e le plus 
g6n6ral g6n6ralise celui de Miiller (voir la Fig. 4). 
Proposition 3.2. L'ensemble ll = {M1, M2, M3, M4} muni de la relation "est plus 
puissant que" forme un treillis. 
Proposition 3.3. Les Mi-automates ( i=3 ,4)  ont la m~me puissance que les Bi- 
automates (i = 3, 4). 
Th6or~me 3.4. Les M2-automates incomplets ont la m~me puissance que les M2- 
automates complets. 
Fig. 4. 
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La preuve utilise la construction classique, qui consiste h ajouter un 6tat 'puits' 
(cf. [13]). 
Th6or~me 3.5. Les M2-automates sont plus puissants que les M2-automates d~ter- 
ministes. 
Pour la preuve il suffit de consid6rer le langage L1 qui est reconnu par un 
M2-automate mais non par un M2-automate d&erministe. 
Proposition 3.6. Les M l-automates sont plus puissants que les M l-automates complets 
et les Ml-automates d6terministes. 
Preuve. Pour prouver que les Ml-automates sont plus puissants que les Ml-auto- 
mates d&erministes, il sutfit de consid6rer le langage L1 qui est reconnu par un 
Ml-automate mais qui n'est pas d6terministe. En consid6rant le langage L2, on a" 
L2 est reconnu par un Ml-automate mais il n'est pas reconnu par un Ml-automate 
complet. [] 
Proposition 3.7. Les Ml-automates complets et les Ml-automates d#terministes ont 
une puissance incomparable. 
Preuve. Le langage /-,2 est un langage reconnu par un M 1-automate d6terministe, 
mais il n'est pas reconnu par un M 1-automate complet. 
Le langage L1 est un langage reconnu par un Ml-automate complet, mais il ne 
peut pas &re reconnu par un Ml-automate d6terministe. [] 
Corollaire 3.8. Les Ml-automates complets et les Ml-automates ddterministes sont 
plus puissants que les Ml-automates complets et d6terministes. 
4. Grammaires r~guli~res d'arbres infinis 
Nous allons d6finir une vari6t6 de grammaires r6guli6res d'arbres infinis et un 
type de d6rivation en vue de earact6riser les langages d'arbres infinis reconnus par 
les Bi-automates (i = 1, 2, 3, 4). 
4.1. Les grammaires B-rdguli~res 
D6finition 4.1. Une grammaire B2-r6guli~re d'arbres infinis est une structure G = 
( V, Z, Vo, P, Vinf) telle que 
(1) Vest l 'ensemble fini de variables auxiliaires d'arit6 nulle; 
(2) ,~ est l 'ensemble fini de symboles gradu6s (alphabet); 
(3) Vo est l 'axiome (v0a V); 
(4) Pes t  l 'ensemble de r~gles de productions de la forme 
v~f (v l , . . . , v , )  ou v-~a ( fE~, .e ta~,o) ;  
(5) Vine est l 'ensemble de variables r6p6t6es. 
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A toute d6rivation infinie d = ( t~)~ telle que 
(i) to = Vo, 
(ii) pour tout entier i on a t~-~ t~+l, 
on associe deux arbres infinis D et t tels que 
(i) D est l'arbre de d6rivation dont les 6tiquettes ont des variables auxiliaires, 
(ii) tes t  l'arbre infini obtenu comme limite des approximants finis de la suite 
(ti)i~N. 
La d6rivation d est dite r6ussie ssi toute branche infinie de D poss6de au moins 
une variable r6p&6e ayant une infinit6 d'occurrences. Ce qui nous permet de d6finir 
des families de langages d'arbres infinis en consid&ant des classes de grammaires 
d'arbres. 
Exemple. Soit G la grammaire B2-r6guli6re suivante: 
(1) V = { Vo, vl, v2, v3}, 
(2) Vo est l 'axiome de G, 
(3) E={fh ,  k ,a},  
{Vo ~ f , vl ~ a, v2-~ ~ v2 ~ h, v3 
(4) P= / \ 
1) 1 1)2 1)3 132 
Consid6rons les deux d6rivations infinies suivantes: 
._). 
d~: v0 ~ f ~ f ~ f 
/ \  / \  / \  
131 l) 2 a 132 a 
~:  ~ f ~ f ~ f / \  / \  / \  
vl v2 a v2 a 
"~ f "~ " . ° 
h a / \h  2 
I I 
1)2 v2 
-~ f -~ . . . 
/ \  
k a k 2 
I I 
I)3 13  
A chaque di (i = 1, 2) on associe deux arbres infinis (ti, Di): 
DI = Vo(Vl, v'~), tl =f (a ,  h'°), 
D2 = Vo(V,, v'~), t2 =f (a ,  k ' ) .  
On a Vo ~" f (a ,  h ~') et non (Vo ~° ' f (a ,  k")) .  Le langage d'arbres engendr6 par G se 
r6duit h l'arbre infini f (a ,  h ' ) .  
Nous allons d6finir les grammaires Bi-r6guli6res comme des cas particuliers des 
grammaires B2-r~guli6res que voici: 
Cas 1. G est une grammaire Bl-r6guli~re ssi, pour tout v E V et pour tout a ~ Eo, 
v-~ a est dans P. 
Cas 2. G est une grammaire B3-r6guli~re ssi V~nf = V. 
Cas 3. G est une grammaire B4-r~guli~re ssi V~nf = Vet  pour tout v ~ Vet  pour 
tout a ~ Go, v ~ a est une r~gle. 
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Th6or~me 4.2. Pour tout i ~ {1, 2, 3, 4}, un langage d' arbre infini est reconnu par un 
Bi-automate si et settlement s'il est engendr~ par une grammaire d'arbre infinis 
Bi-r6guli~re. 
La preuve ne pr6sente aucune difficultY. 
4.2. Les grammaires M-r6guli~res 
D6finition 4.3. Une grammaire M2-r6guli~re d'arbres infinis est une structure G = 
( V, ,S, Vo, P, Vinf) telle que 
(1) V est l'ensemble fini de variables auxiliaires d'adt6 nulle; 
(2) ,Y est l'alphabet gradu6 (fini); 
(3) Vo est l'axiome; 
(4) P est l'ensemble fini de r~gles de production de la forme 
v">f (v l , . . . , vn)  ou v-->a ( fe ,Y ,  e taeZo) ;  
(5) Vin fest 1'ensemble d'ensembles r6p6t6s de variables auxiliaires. 
On dira qu'une d6rivation d est r6ussie par une grammaire M2-r6guli~re ssi toute 
branche infinie de D admet, comme ensemble de variables ayant une infinit6 
d'occurrences, un ensemble r6p&6. Nous d6finissons les grammaires M i-r6guli~res 
comme des cas particuliers des grammaires M2-r6guli~res. 
Cos 1. G est une grammaire Ml-r6guli~re ssi, pour tout v e Vet  pour tout a ~ Zo, 
v-* a est une r~gle. 
Cos 2. G est une grammaire M3-r6guli~re ssi Vinf = 2 v. 
COS 3. G est une grammaire M4-r6guli~re ssi Vinr = 2 vet ,  pour tout a e-Yo et 
pour tout v ~ V, v -* a est une r~gle. 
Th6orSme 4.4. Pour tout i ~ {1, 2, 3, 4}, un langage d' arbres infinis est reconnu par un 
Mi-automate si et settlement s'il est engendr~ par une grammaire d'arbres infinis 
Mi-rdguli~re. 
La preuve ne pr~sente aucune difficultY. 
Th6or~me 4.5. Pour tout i ~ {1, 2, 3, 4}, tout langage reconnu par un Xi-automate 
(X = B, M) est image par un morphisme strictement alphab6tique d" un langage reconnu 
par un Xi-automate d~terministe. 
La preuve ne pr~sente aucune difflcult6. Ce th~or~me xpdme un lien entre les 
langages d'arbres infinis non d~terministes et les langages d'arbres inlinis d6ter- 
ministes. 
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5. Analyse des families reeonnaissables par les Xi-automates (X = B, M) 
Nous allons 6tudier les propri6t6s de fermeture, des diff6rentes families de la 
B-vari6t6, par union intersection, compl6mentation et morphisme strictement 
alphab6tique (i.e., MSA). 
Th6or6me 5.1. Les familles de langages d' arbres infinis reconnus par les Bl-automates 
v~rifient les propri~t~s r~sum~es dans le Tableau 1. 
Pour la preuve, consulter [13]. 
Th~or~me 5.2. Les familles de langages d' arbres infinis reconnus par les B2-automates 
v~rifient les propri~t~s r~sum~es dans le Tableau 2. 
La preuve se trouve dans [14] or3 les w-automates ont les B2-automates. 
Th6or~me 5.3. Les families de langages d" arbres infinis reconnus par les B3-automates 
v~rifient les propri~t~s r~sum~es dans le Tableau 3. 
Preuve. Pour les r6ponses "Oui", les preuves utilisent les techniques standards et 
pour les r6ponses "Non", void les contre-exemples. 
Tableau 1. 
'est ferm6 par' UniOn Intersection Compl6mentation MSA 
REC1 (T.~) Oui Oui Non Oui 
DRECI(T~) Non Oui Non Non 
CRECI (T~) Non Oui Non Oui 
CDRE 1 (T~) Non Oui Non Non 
Tableau 2. 
'est ferm6 par' Union Intersection Compl6mentation MSA 
REC2(T~) Oui Oui Non Oui 
DREC2(T~x) Non Oui Non Non 
Tableau 3. 
'est ferm6 par' Union Intersection Compl6mentation MSA 
REC3(T~z) Oui Oui Non (l) Oui 
CREC3(T~) Oni Oui Non (2) Oui 
DREC3(T~x) Non (3) Oui Non (4) Non (s) 
CDREC3 (T.~) Non (6) Oui Non <7) Non (s) 
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(1) La famille REC3(T~) n'est pas ferm6e par compl6mentation. Soit L5 = 
{f(h"(a), h'°): n>~0} u {f(h '°, h'°)}, on a L5 qui est dans DREC3(T:~). Supposons 
que/15 est dans DREC3(T~:). Du fait que/~5 contient le langage {f(h '°, h'(a))},~0 
on a f (h °', h °') qui est dans/~5, ce qui est contradictoire. 
(2) La famille CREC3(T~) n'est pas ferm6e par compl6mentation. Consid6rons 
le B3-automate complet suivant: 
9A=({qo, q,, q2}, {f,, h, a, b}, qo , 8, {Q<a)= {q,}, Q~b)= {q2}}" Q>, 
82(qo,f)=(q~, q2),  82(q~,f)=82(q2,f)=(q~, ql)
81( f:lo, h) = 8,( q,, h) = 81(q2, h) = ql . 
L~'(9~) est dans CREC3(T ), f(h% h est dans L~'(92), mais f(b, h ~') n'y est pas. 
Supposons que L°'(9~) est dans CREC3(T~), on a f(b, h ~) est dans L~'(9~), ce qui 
cntraine que f (h  °', h °') est dans L'~(9~) d'o6 la contradiction. 
(3) Les langages {f(a, h°')} et {f(h% a)} sont dans DREC3(T~) et leur union 
n'est pas darts DREC3(T~). 
(4) En cons6quence de (3), DREC3(T~) n'est pas ferm6 par compl6mcntation. 
(5) La famille DREC3(T~) n'est pas ferm6e par MSA. Soit L6={f(a,h~'), 
g(h *~, a)} et cp le morphisme strictement alphab6tique d6fini par 
~p2(f)=~2(g)=f(xl,x2), tpl(h)=h(xl), ~po(a)=a. 
~p(L6) = {f(a, h~'),f(h% a)} n'est pas dans DREC3(T~). 
(6) La famille CDREC3(T~) n'est pas ferm6e par union. Consid6rons tes deux 
B3-automates suivants: 
~l = ({q0, ql}, {f, a, b, h}, qo, 8, {Qt,')= {qo}, Qtb)= {ql}}, Q), 
922 = ({qo, q~}, {f, h, a, b}, qo, 8, {Qt")={q~}, Q~b)={qo}}, Q), 
83(qo,f)=(qo, ql, ql), 83(ql, f)=(ql,  ql, ql), 
81(qo, h)= 81(q~, h)= q~. 
Supposons que L°'(A1)u L°'(A2) est dans CDREC3(T~), on a f(a, a, h °') n'est pas 
darts l'union, f(a, b, h ~) est r¢connu par ~1 etf(b, a, h °') est reconnu par 922 ce qui 
entraine que f(a, a, h ~) est dans l'union d'o6 la contradiction. 
(7) En cons6quence de (6), la famille CDREC3(T~) n¢ peut pas 8tre ferm6e par 
compl6mentation. 
(8) Soit 
~3 = ({qo, q~}, {f, g, h, a, b}, qo, {Q(°) = {qo}, Q(b)= {q~}}, Q) 
un B3-automate complet et d6terministe t l que 
83(q0, f )  = (qo, q~, q~), 
83(q~,f) = fi3(q~, g) = (q~, q~, q~), 
83(q0, g)= (qt, qo, ql), 
8~(qo, h)=8~(q~, h)=q~. 
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Consid6rons le morphisme ~' tel que 
~o~(f)=~p~(g)=f(x~,x2, x3), ~p~(h)=h(xl)~p~(a)=a, tp~(b) = b. 
Supposons que @'(L) est dans CDREC3(T.~), on a {f(a, b, h'°),f(b, a, h~')} qui est 
inclus dans L°'(923). Ce qui entraine que f(a, b, h "°) et f(b, a, h '°) sont reconnus par 
~[3 et de ce fait on a f(a, a, h '°) qui est reconnu par 923 d'o6 la contradiction. [] 
Th~or~me 5.4. Les familles de langages d" arbres infinis reconnus par les B4-automates 
v~rifient les propri~t~s rdsumdes dans le Tableau 4. 
Preuve. Nous allons donner les contre-exemples a soci6s aux r6ponses "Non"  
(1) La famille CREC4(T~) n'est pas ferm6e par compl6mentation. Le langage 
{f(a, h°')} est reconnu par un B4-automate t non son compl6mentaire. 
Tableau 4. 
'est ferm6 par'  Union Intersection Compl6mentation MSA 
REC4(T~) Oui Oui Non (l) Oui 
DREC4(T~) Non (2) Oui Non (3) Non (4) 
(2) La famille DREC4(T~) n'est pas ferm6e par union. Les langages {f(h '°, a)} 
et {f(a, h'°)} sont reconnaissables par des B4-automates d6terministes et pas leur 
union. 
(3) En cons6quence de (2), la famille DREC4(T~) n'est pas ferm6e par com- 
pl6mentation. 
(4) La famille DREC4(T~) n'est pas ferm6e par un morphisme strictement 
alphab6tique. Soit L7={f(a ,  h°'),g(h '°, a)} qui est dans DREC4(T~). Soit ~p le 
morphisme stdctement alphab6tique d6fini par 
tp(f)=~p(g)=f(xl,x2), ~p(h) = h, tp(a) = a. 
¢(L7) ={f (a ,  h°'),f(h '°, a)} n'est pas clans DREC4(T~). [] 
De m6me, nous allons analyser les langages d'arbres infinis reconnus par les 
Mi-automates (i = 1, 2, 3, 4). Pour cela, il suttit d'analyser les familles de langages 
d'arbres infinis reconnus par les Mi-automates (i = 1, 2) car les Mi-automates (i = 3, 
4) out la mSme puissance que les Bi-automates (i = 3, 4) et donc une partie d'analyse 
est d6j~ faite. 
Th~or~me 5.5. Les families des langages d'arbres infinis reconnus par les Ml-auto- 
mates v~rifient les propri#t~s rdsumdes dans le Tableau 5. 
Pour i = (1, 2, 3, 4), nous d6signons par 
(1) M i(Z) la famille des langages d'arbres iniinis reconnus par les M i-automates, 
(2) CM i(~) la famille des langages d'arbres infinis rcconnus par les M i-automates 
complets, 
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Tableau 5. 
'est ferm6 par' Union Intersection Compl6mentation MSA 
M 1 (.~) Oui Oui Non (t) Oui 
CM 1 (2;) Oui Oui Non (2) Oui 
DM 1 (2~) Non (s) Oui Non (4) Non (s) 
CDM 1 (.~) Non (3) Oui Non (4) Non (s) 
(3) DM i(Z ) la famille des langages d'arbres infinis reconnus par les M i-automates 
d6terministes~ 
(4) CDMi(2~) la famille des langages d'arbres infinis reconnus par les Mi- 
automates d6terministes tcomplets. 
Preuve du Th6or6me 5.5. Pour les r6ponses "Oui", les preuves utilisent des construc- 
tions bas6es sur les techniques tandards et pour les r6ponses "Non", voici les 
contre-exemples. 
(1) Le langage Ls={f(a,h'~)} est darts Ml(2~) et non son compl6mentaire. 
Supposons que/7,8 est dans M1(2~), on af (h% h '°) est darts/~s, ce qui entralne que 
f(a, h w) est aussi dans/~8 d'ofl la contradiction. 
(2) Le langage Ls est clans CM1 et non son compl6mentaire et ceci pour la m~me 
raison 6voqu6e dans (1). 
(3) Les langages {f(a, h~')} et {f(h '~, a)} sont dans XMI(Z)  (X = D, CD) et leur 
union n'est pas darts XMI (? )  (X = D, CD). 
(4) En cons6quence de (3), la famille XMI (? )  (X = D, CD) n'est pas ferm6e 
par compl6mentation. 
(5) Le contre-exemple (4) de la preuve du th6orbme pr6c6dent est valable pour 
montrer que XMI(Z)  (X =D, CD) n'est pas ferm6 par morphisme strictement 
alphab6tique. [] 
Th6or~me 5.6. Les familles de langages d" arbres infinis reconnus par les M2-automates 
vd.rifient les propridtds rdsumd.es dans le Tableau 6. 
Preuve. Nous allons citer les contre-exemples a soci6s aux r6ponses "Non". 
(1) Les langages {f(a, h°')} et {f(h% a)} sont dans DM2(2;) et leur union n'est 
pas dans DM2(,X). 
(2) En cons6quence de (1), DM2(Z) n'est pas ferm6 par compl6mentation. 
Tableau 6. 
"est ferm6 par' Union Intersection Compl6mentation MSA 
M2(~) Oui Oui Oui Oui 
DM2(~Y) Non 07 Oui Non (2) Non (3) 
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(3) Le contre-exemple (4) de la preuve du Th6or~me 5.4 est valable pour 
d~montrer que la famille DM2 n'est pas ferm~e par morphisme strictement 
alphab~tique. Pour les r~ponses "Oui", les techniques tandards permettent la 
construction des preuves. [] 
5.1. Comparaison entre les automates de Muller et les automates de Biichi 
Nous consid6rons que les B2-automates (respectivement M2-automates) g6n- 
6ralisent les automates de Biichi (respectivement Muller). Nous allons nous int6r- 
esser ~ la comparaison des B2-automates et des M2-automates dans le cas des 
langages polyadiques et par la suite comparer la situation par rapport/l celle des 
langages monadiques. 
Proposition 5.7. En gdndral, des M2-automates sont plus puissants que les B2-auto- 
mates. 
Corollaire 5.8. Les M2-automates sont plus puissants que les B2-automates d#ter- 
ministes. 
Ainsi, on obtient le diagramme represent6 par la Fig. 5. 
Remarques. Dans le cas des langages monadiques on a 
(i) Les M2-automates ont la m6me puissance que les B2-automates; 
(ii) Les M2-automates ont la m6me puissance que les M2-automates d~ter- 
ministes; 
(iii) Les B2-automates sont plus puissants que les B2-automates d~terministes. 
q 
Fig. 5. 
Nous terminons cette section en situant ce travail par rapport ~ celui d'Amold, 
Polian et Nivat concernant les langages rationnels ferm6s d'arbres infinis. 
Th~or~me 5.9. Soit L un langage d'arbres infinis, alors les proprie'tds uivantes ont 
#quivalentes: 
(i) Lest  reconnaissable par un M3-automate; 
(ii) L est reconnaissable par un B3-automate; 
(iii) L est un rationnel fermd; 
(iv) Lest  engendrd par une grammaire B3-rdguli~re; 
(v) Lest  engendrd par une grammaire M3-rdguli~re. 
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6. A propos du th~r~me de MeNaughton 
Dans cette section, nous allons montrer que le th6or~me de McNaughton ne 
s'&end pas aux langages d'arbres infinis reconnus par les Xi-automates (X = B, 
M), via les versions cit6es dessus. Tout d'abord, nous allons rappeler le th6or~me 
de McNaughton pour les langages de roots infinis, qui a plusieurs versions. 
Version 1. La famille des langages reconnaissables par les X2-automates est dgale 
la fermeture booldenne des langages reconnaissables par les X 2-automates ddterministes 
(X=B,M) :  
Version 2. La famille des langages reconnaissables par les automates ddterministes de 
Muller est dgale Zt la fermeture booldenne des limites des langages reconnaissables par 
les automates finis. 
Version 3. La famille des langages reconnaissables par les automates de Muller est 
~gale fi la fermeture booldenne des reconnaissables par les automates de Biichi d#ter- 
ministes. 
Version 4. La famille des langages reconnaissables par les automates ddterministes de
Muller est dgale ~t la fermeture bool~enne d s langages reconnaissables par les automates 
de Biichi ddterministes. 
Avant de montrer que le th6or~me de McNaughton e s'6tend pas aux langages 
d'arbres infinis, nous allons rappeler quelques r6sultats n6cessaires. 
Proposition 6.1. La famille des langages infinis reconnus par les X-automates (X = B2, 
DB2, DM2) ne forme pas une algebra de Boole. 
Et, par cons6quent, on a la proposition suivante. 
Proposition 6.2. La famille des langages d'arbres reconnus par les X-automates 
(X = B2, DM2, DB2) n'est pas dgale ?t la fermeture booldenne des limites des recon- 
naissables finitaires. 
Proposition 6~. La famille DX (X = B2, M2) est incomparable fi la Iimite des langages 
reconnaissables par les automates d'arbres finis. 
Preuve. (a) Consid~rons le langage rationnel 
Ko={f(h"(a),  kP(a))},,.p~ou{f(k"(a), hP(a))},~l,~o, 
on a 
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(i) {f(h', k ' ) , f (k ' ,  h°')}_Lim(ko); 
(ii) f (h ' ,  h°') ~ Lim(k). 
Supposons que Lim(ko) E DX (X -- B2, M2), alors ( i )~f (h  '°, h '°) ~ Lim(ko) ce qui 
contredit (ii). 
(b) Consid6rons le langage K1 = {f(hn(a), h°')}n~o, alors il n'existe aucun ration- 
nel K tel que Lim(K) = K1, car sinon, on ne pourra pas emp6cher f (h '°, h °') d'&re 
dans K~. [] 
En cons6quence, la famille DX (X = B2, M2) n'est pas 6gale ~ la limite des 
langages reconnus par les automates descendant d'arbres finis, ce qui n'est pas le 
cas des langages de mots infinis (i.e., langages monadiques). 
Th6or~me 6.4. La famille DX (X=B2,  M2) n'est pas dgale ~ la famille 
Lim(DRec( Tr )). 
Pour la preuve, il sutiit de prendre K~ qui n'est limite d'aucun rationnel et 
fortiori d'aucun rationnel d&erministe. DRec(T~) est la famille des langages d'arbres 
finis reconnus par les automates descendants d&erministes. 
Remarque. Pour toute famille F de langages d'arbres infinis, la fermeture bool6enne 
de F n'est pas 6gale ~ la famille X (X = B2, DB2, DM2). 
Dans [15], Thomas a d6fini la notion de limite qui est diff6rente de celle d6finie 
dans la Section 1. 
Aussi dans [15], Thomas a montr6 que la famille des langages d'arbres infinis 
reconnus par les B2-automates contient strictement la ferrneture bool6enne des 
limites des reconnaissables finitaires. Du fait que la famille M2(,Y) contient stricte- 
ment la famille B2(,Y), on d6duit du r6sultat de Thomas que la Version 3 est fausse. 
Par le fait que la famille DM2(,Y) n'est pas une alg~bre de Boole, les Versions 2 et 
4 sont fausses. 
On note par 
(i) X ~ la famille des langages d'arbres infinis n'ayant que des branches infinies, 
reconnus par les X2-automates (X = B, M), 
(ii) DX °° la famille des langages d'arbres infinis, n'ayant que des branches 
infinies, reeonnus par les X2-automates d&erministes (X = B, M), 
(iii) (F)B la fermeture bool6enne de la famille F, 
(iv) TLim(Rec) la limite au sens de Thomas des langages d'arbres finis reconnus 
par les automates descendants sur des arbres non gradu6s, 
(v) TLim(DRec) la limite au sens de Thomas des langages d'arbres finis reconnus 
par les automates descendants d6terministes sur des arbres non gradu6s. 
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Th6or~me 6.5 (Thomas) 
(TLim(Rec))~  B °°. 
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Pour la preuve, cf. [13]. 
Corollaire 6.6. La famille (TLim(DRec))B est strictement incluse clans la famille B °°. 
Corollaire 6.7. La famille (TLim(DREc))n est strictement incluse dans la famille Moo. 
Th6or6me 6.8. La famille X (X = Boo, DMoo, DBoo) n'est pas une alg~bre de Boole. 
Preuve. (1) Dans [11], Rabin a montr6 que la famille Boo n'est pas ferm6e par 
compl6mentation et donc elle ne forme pas une alg6bre de Boole. 
(2) Nous allons montrer que la famille X (X = DBoo, DMoo) n'est pas ferm6e par 
union. Soit x l'arbre tel que 
(a) dom(x) = {1, 2}*, 
(b) pour tout noeud u de x: x(u)= x. 
Posons L(ab) = {f(a, b)}, L(ba) = {f(b, a)}. L(ab), L(ba) E X et L(ab) u L(ba) 
X. [] 
Corollaire 6.9. Pour toute famille F de langages d' arbres infinis, Ia fermeture booldenne 
de F n'est pas dgale fi la famille X (X = B °°, DBoo, DMoo). 
II n'est pas ditticile de constater que la famille DBoo est 6gale A la limite des 
langages d'arbres non gradu6s reconnus par les automates descendants d&erministes. 
Nous conjecturons que la premiere version du th6or6me de McNaughton est fausse 
et plus pr6cis6ment, 
(DMOO)B ~ M °°. 
7. Applications aux langages rationnels de mots infinis 
Dans cette section, nous allons donner une earact6risation des langages rationnels 
de mots infinis et des langages rationnels ferm6s. 
D6finltion 7.1. Soit Z un alphabet fini et c une lettre n'appartenant pas/t 2, on note 
par STx c l'ensemble des arbres sp6ciattx sur • u {c} d6finie par 
(1) ST c, 
(2) si (t ~ ST2o et a ~ alors *(a, t) ~ STxo. 
ST~,~{~ est l'ensemble des arbres infinis sp6ciaux sur ,~ u {c}. 
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On d6finit le produit .~ sur les arbres sp6ciaux par: t~.ct2 est l 'arbre obtenu en 
substituant 2 h l 'unique c de t~. Ce produit s'6tend naturellement aux parties de 
ST~} = STz~{c} u ST~{c}. 
D6finition 7.2. (Feuillages des arbres spdciaux). C'est une application de ST~{,} 
dans ~Y* d6finie par 
(1) ~(c)  = e, 
(2) ~( t )  = a. ~( t l )  si t~ STz~{~) et t = *(a, h), 
(3) ~(t)=limn_,~(t[n]). 
D6finition 7.3. Soient L, L' deux langages d'arbres sp6ciaux finis, alors le produit 
de Let  de L' est d6fini par 
L.cL' = {t = tl .ct2[ tl ~ Let  t2 c L'}. 
On d6finit l'6toile d'un langage d'arbres sp6ciaux finis par 
L (°) = {c}, L (n+l) = L (n) .c L ~1), L *c = 
Le produit infini de L, not6 L '%, est d6fini par 
L °~ = {tl .~ t2 . , . . .  I t~ ~ L}. 
[ J  L (i). 
~o> i~0 
D6finition 7.4. Une grammaire r6guli~re sp6ciale est une structure 
(V, ~, Vo, P, Vinf) telle que 
(1) ( V, ? ,  Vo, Vinf) sont d6finis comme pour une grammaire B2-r~guli~res, 
(2) Pes t  l'ensemble de r~gles sp6ciaux de la forme: 
G= 
1)-> a ou  ~)-> f / \  
a Vl 
G est dite N-r~guli~re sp~ciale ssi V~nf = V. On note par 
(i) Reg(ST~) la famille des langages d'arbres infinis engendr~s par les gram- 
maires r~guli~res sp6ciales, 
(ii) NReg(ST~) la famille des langages d'arbres infinis sp~ciaux reconnus par 
les grammaires N-r6guli~res p~ciales, 
(iii) Reg(ST~) la famille des langages d'arbres fnis sp6ciaux engendr6s par les 
grammaires r6guli~res, 
(iv) Rat(.~*) la famille des langages reconnus par les automates finis, 
(v) Rat(.~ '~) la famille des langages de roots infinis reconnus par les automates 
de Bfiehi. 
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Th6or6me 7.5. Soit L un langage d' arbres infinis sp6ciaux, alors les propridt6s uivantes 
sont dquivalentes" 
(1) L est engendrd par une grammaire r~gulidre spdciale; 
(2) L= U i~ l Li .c K ~ c ( Li, Ki sont des langages r6guliers d' arbres finis spdciaux ).
La preuve ne pr6sente aucune difficult6. 
Th6or6me 7.6. Le feuillage des langages rdguliers d'arbres infinis sp6ciaux coihcide 
avec la famille des langages de roots infinis reconnus par les automates de Biichi. 
La famille des langages de roots infinis obtenue comme adh6rence des rationnels, 
sont les rationnels infinitaires ferm6s. C'est une famille qui coincide avec le feuillage 
des langages N-r6guliers d'arbres infinis sp6ciaux. Ce qui est l'objet de la proposition 
suivante. 
Proposition 7.7 
• (NReg(ST~)) = Adh(Rat(.Y*)). 
En cons6quence d s r6sultats pr6c6dents nous obtenons un th6orSme de continuit6 
que voici. 
Th6or~me 7.8 
• ( Adh(STx )) = Adh( ~(Reg(STx ) ) ). 
Id6es de la preuve. (1) Adh(STz)= NReg(ST.~). 
(2) ~(Reg(STz))=Rat(.Y*). [] 
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